Предел.Пусть ф-ция y=f(x) определ.в проколотой окрестн.точки а, в самой окрестн. т.а может быть как опред.,так и неопред.Число а назыв.пределом ф-ции f(x) в т.а,если для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|f(x)-A|<ε. Пусть ф-ция y=f(x) опред.в интервале (а,в),число а назыв.пределом ф-ции f(x) справа,если для любого. ε>0, сущ. γ(ε)>0 : 0<x-a<γ =>|f(x)-A|<ε.

Пусть ф-ция y =f(x) опред.в интервале(с,а), число а назыв.пределом ф-ции f(x) слева, если для любого ε>0, сущ. γ(ε)>0 : 0<a-x<γ =>|f(x)-A|<ε.

 Т.1Если ф-ция f(x) имеет в т.а предел слева и справа,и они = между собой, то она имеет в т.а предел в обычном смысле.Док-во: т.к.сущ.левый и правый пределы,это означает,что для любого ε>0, сущ. γ1(ε)>0 : 0<x-a<γ1 =>|γ(x)-A|<ε, для любого ε>0, сущ. γ2(ε)>0 : 0<a-x<γ2 =>|γ(x)-A|<ε. Возьмем γ=min{γ1,γ2},тогда для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|f(x)-A|<ε,что и означает наличие обычного предела.Обратно.Если ф-ция имеет предел в обычном смысле,то она имеет в этой точке левый и правый пределы, и они равны.Док-во:сущ-ние предела в обычном смысле означает,что для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|f(x)-A|<ε, при x>a=> для любого ε>0, сущ. γ>0 : a<x-a<γ =>|f(x)-A|<ε,при x<a=> для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<a-х<γ =>|f(x)-A|<ε.

Т.2 Сущ.предел f(x)=A при х→а,где А-конечное число.Док-во:Сущ-е предела означает,что для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-а|<γ =>|f(x)-A|<ε., -ε<f(x)-h<ε A-ε <f(x)<A+ε,  |f(x)|<|A|+ε .=> Сущ.предел f(x)=A при х→а.

Т.3 Если сущ.предел,А≠0,то ф-ция 1\f(x) ограничена при х→а.Док-во:сущ-е предела означает, что для любого ε>0, сущ. γ>0 : а<|x-а|<γ =>|f(x)-A|<ε.,из последнего нер-ва =>что ||f(x)|-|A||<ε, -ε<|f(x)|-|A|<ε,считается что ε<|A|,(1\|A|-ε) > (1\|f(x)|) > (1\|A|+ε),взяв например ε=1\10|A|,получим (10\9|A|)> (1\|f(x)|)>(10\11|A|), это и значит, что ф-ция ограничена.

 Функция α(х) назыв.бесконечно малой при х→а (или х→∞),если предел α(х)=0 при х→а(х→∞).Это означает,что при х→а для любого ε>0, сущ. γ>0 : a<|x-a|<γ =>|α(x)|<ε.

Т.4. Если сущ.предел f(x)=A,то ф-ция f(x) представима в виде f(x)=A+α, где α(х)-б.м..Док-во.сущ.предела ф-ции означает,что при х→а для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|f(x)-A|<ε.,обозначим f(x)-A=α(x), f(x)=A+α(x),при этом α(x)-б.м.,т.к. |α(x)|<ε. При х→∞ для любого ε>0, сущ. М>0 : |x|>М =>|f(x)-A|<ε,обозначим α(х)=f(x)-A и получим тот же результат.

Обратно:если f(x)представима в виде f(x0=A+α(x),то сущ.предел f(x)=A. Док-во. Т.к. ф-я представима  виде f(x)=A+α(x),где α(х)-б.м..При х→а для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|α(x)|<ε.,=>|f(x)-A|<ε =>предел f(x)=A при х→а. При х→∞ для любого ε>0, сущ. М>0 : |x|>M =>|α(x)|<ε.,=>|f(x)-A|<ε =>предел f(x)=A при х→∞.

Т.5 Если α(х)-б.м. и при этом не обращается в 0,то ф-ция 1\α(х)-бесконечно большая. Док-во. При х→а для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|α(x)|<ε, 1\|α(x)|>1\ε=M => |1\α(x)|>M.При х→∞ для любого ε>0, сущ. М1>0 : |x|>M =>|α(x)|<ε.,=>1\|α(x)|<1\ε=М.

Т.6. Алгебраическая сумма любого числа бесконечно малого есть бесконечно малое. Док-во.Пусть даны α(х) и β(х), γ(х)= α(х)+β(х), т.к. α(х) и β(х)-б.м.,это и означает что при х→а для любого ε>0, сущ. γ1>0 : 0<|x-a|<γ1 =>|α(x)|<ε\2, для любого ε>0, сущ. γ2>0 : 0<|x-a|<γ2 =>|β(x)|<ε\2,возьмем γ =min {γ1,γ2},тогда при 0<|x-a|<γ, |γ(x)|= |α(x)+β(x)|≤|α(x)+β(x)|<ε\2+ε\2=ε. При х→∞ для любого ε>0, сущ. М1>0 : |x|>M1 =>|α(x)| <ε\2, для любого ε>0, сущ. М2>0 : |x|>M2 =>|β(x)|<ε\2. М=мах{M1;M2},тогда при |х|>M=> |γ(x)|=|α(x)+β(x)|≤|α(x)+β(x)|<ε\2+ε\2 =ε.

Т.7. Произведение б.м. на ограниченную ф-цию есть б.м.Следствия:произведение б.м. на const есть б.м.,произведение 2-х б.м. есть б.м.Док-во. α(х)-б.м.,g(x)-ограничено, |g(x)|<M. Т.к.α(х)-б.м.,то при х→а для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0<|x-a|<γ =>|α(x)|< ε\М,|α(х)*g(x)|<ε\M=ε.

Т.8. Если α(х)-б.м.,g(x)-ограниченная ф-ция,не обращ.в 0, то частное α(х)\g(x)-б.м.Док-во.По теореме 3(о ф-ции 1\f(x)), =>что и 1\g(x)-тоже огреничена,по теореме 7(о произведении б.м. на огранич.ф-цию)=> α(х)*1\g(x)-б.м.

Т.9 Предел суммы ф-ции=сумме пределов ф-ций.Док-во. lim f(x)=A1,lim f2(x)= A2, f1(x)=A1+α1,f2(x)=A2+α2,где α1 и α2-б.м =>f1(x)+f2(x)=(A1+A2)+(α1+α2),т.к.(A1+A2)-постоянная величина,а (α1+α2)-б.м.,то по теореме 4(о связи lim с б.м.) lim(f1(x)+f2(x)) =A1+A2=lim f1(x) +lim f2(x).Пусть ф-ция f(x) опред.в окрестн. т.х0,ф-ция f(x) назыв. непрерывной в т.х0,если lim∆y=0 при ∆х→0,другими словами Lim f(x0+∆x)= f(x0), обозначив х0+∆х=х,получим lim f(x)=f(x0) при х→∞.Ф-ция явл.непрерывной в т.х0,если ее lim в этой точке = значению ф-ции.

Т.10.Предел произведения = произведению пределов.Док-во.lim f1(x)=A1,lim f2(x)=A2, lim[f1(x)*f2(x)]=lim[(A1+α1(x))*(A2+α2(x))]=lim{A1A2+A1α2(x)+α1(x)A2+α1(x)α2(x)]=[A1A2]=lim f1(x)*lim f2(x).

Т.11.Предел частного=частному пределов, если предел знаменателя не равен 0. Док-во. lim f1(x)=A1,lim f2(x)=A2, lim[f1(x)\f2(x)]= lim(A1+α1(x))\(A2+α2(x)) = прибавим и вычтем A1\A2=lim[(A1A2+A2α1(x)-A1A2-A1α2(x))\(A2(A2+α2(x)))+ A1\A2]= A1\A2= lim f1(x)\lim f2(x).

Т.12.О двух милицилнерах.Если для 3 ф-й выполн.нер-во u(x)≤f(x)≤v(x) и lim u(x)=lim v(x)=A,то lim f(x)=A.Док-во.1)Пусть х→а ,u(x)-A≤f(x)-A≤v(x)-A,из предела видно что для любого ε>0, сущ. γ1>0 : 0≤|x-a|<γ1 => |u(x)-A|<ε, для любого ε>0, сущ. γ2>0 : 0≤|x-a|<γ2 =>|v(x)-A|<ε,возьмем γ=min{γ1;γ2}, для любого ε>0, сущ. γ>0 : 0≤|x-a|<γ => система:|u(x)-A|<ε; |v(x)-A|<ε.=>система:-ε<u(x)-A<ε;-ε<v(x)-A<ε => -ε<f(x)-A<ε, |f(x)-A|<ε,lim f(x)=A При х→а.2).при х→∞,пусть х→∞,сущ.=е предела означает: для любого ε>0, сущ. М1>0 : |x|>M1 =>|u(x)-A|<ε, для любого ε>0, сущ. M2>0 :|x|>M2 =>|v(x)-A|< ε.M=max{M1;M2}, для любого ε>0, сущ. M>0 : |x|>M =>система :|u(x)-A|<ε;|v(x)-A|<ε,далее аналогично.

Т.13.о пределе неотриц ф-и.Если f(x)≥0 и сущ.lim f(x)=A,то A≥0.Док-во.от противного.Предположим что A<0, рассмотрим |f(x)-A|=|f(x)+(-A)|=|f(x)|+|(-A)| ≥|-A|=|A|.Т.к. |f(x)-A|≥|A| => |f(x)-A| не может быть сделана< сколь угодно малого ε => lim f(x)≠A=>полученное противоречие доказывает теорему.

Т.14.о пределах большей и меньшей ф-ях. Если u(x)≤v(x),то lim u(x)≤limv(x). Док-во. т.к. v(x)-u(x)≥0 по т.13=> lim v(x)- lim u(x) ≥0=>lim v(x)-lim u(x)≥0,lim v(x)≥lim u(x).

Т.15.О пределе возраст.ф-и.Если ф-я f(x) монотонно возраст. И огранич.,т.е. f(x)≤M, то у нее сущ.Lim f(x)≤M.Буз док-ва.

1 замечательный предел.  Lim sinx\x=1 при х→0. Следствия:1)lim sinα(x)\α(x),при α(x)→0=Lim siny\y=1,при у→0.,α(х)=у.2). Lim tgx\x=lim sinx\cosx\x=lim sinx\x *lim 1\cos x =1,при х→0.  3)Аналогично Lim tgα(x)\α(x)=1,при (х)α→0. 4)Lim arcsin x\x,при х→0={y=arcsin x;x-sin y}=lim y\sin y=1,при у→0. 5)аналогично lim arcsinα(x)\α(x) =1,при α(х)→0. 6).lim arctgx\x,при х→0={y=arctgx;x=tgy}=lim y\tgy=1 при у→0. 7)lim (1-cosx)\x*x=lim (2sin2x\2)\x*x=2lim((sinx\2)\(2x\2))2=2*1\4lim((sinx\2)\x\2)2=1\2,при х→0. 8).lim (1-cosα(x))\α(x)=1,при α(х)→0.

Сравнение б.м.Будем говорить,что б.м.α(х) и β(х) одного порядка,если Limα(x)\β(x) =0(≠0 и ≠∞).В частности,если lim α(x)\β(x) =1,то б.м. назыв.эквивалентными.. Будем говорить,что α(х)-б.м. более высокого порядка, по сравнению с β(х),если lim α(x)\β(x)=0(или Lim β(x)\α(x)=∞. Будем говорить,что α(х)-б.м.высокого порядка по сравнению β(х),если lim α(x)\β2(x)=a при х→0(≠0;≠∞).

Т.16.если α(х)~β(х),то α-β-б.м.более высокого порядка по сравнению с α и β. Док-во. Lim α-β\α=lim (1-β\α)=lim(1-1)=0. lim ((α-β)\α)=lim (α\β-1)=lim (1-1)=0.

Т.17.если α-β б.м. более высокого порядка,по сравнению с α и β,то α(х)~ β(х). Док-во. Имеем lim (α-β)\α=0 ;lim (1-β\α)=0, значит lim β\α=1 =>β(x)~α(x).Т.18. если α и β б.м. то вычисляя предел их отношения можно заменить одну из них или обе на эквивалентные им б.м.Док-во. Пусть α~α’, β~β’,lim   ̃α\β=lim α\β*α’\β’-β’\α’=lim α\α’*β’\β*α’\β’=т.к. α~α’,β~β’,то Lim 1*1*α’\β’.

Т.19.Сумма конечного числа б.м.различного порядка эквивалентна слагаемому низшего порядка.Док-во.Пусть α-б.м. более высокого порядка,β-нисшего по сравнению с α. Докажем что α+β~β. Lim (α+β)\β=lim α\β+1 =|lim α\β=0/=0+1=1,при х→0. Слагаемое нисшего порядка эквивалентное сумме б.м.назыв. Главной частью суммы б.м. Замена суммы б.м.на главную часть назыв.отбрасыванием б.м. высшего порядка.
Второй замечательный предел. Lim(1+1\x)x=e,при х→∞.С помощью него раскрывается особый вид неопределенности 1∞ .Следствия.1. lim(1+k\x)x=ex,при х→∞. Док-во. lim(1+k\x)x,при х→∞=lim(1+1\x\k)x= [y=k\x,x=ky]=lim(1+1\y)ky,при у→∞= Lim[(1+1\y)y]k=ek.2.Lim(1+y)1\y=e при у→0. Док-во.lin(1+y)1\y при у→0= [x=1\y,y=1\x] =lim(1+1\x)x,при х→0=е. 3.lim(1+ky)1\y при у→0=ек.

Т.20Сумма непрерывных ф-ций непрерывна. Док-во.lim(f1(x)+f2(x))=lim f1(x)+lim f2(x) (из теории пределов)= f1(x0)+f2(x0),при х→х0. Следствия: Произведение,частное непрерывных ф-ции непрерывно,если знаменатель не обращ.в 0.Если ф-ции у=f(x) и z=u(y) непрерывны, то сложная ф-ция z=u(f(x)) непрерывна.

Точка устраненного разрыва-разрыв можно устранить доопределив или переопределив ф-цию в т.х0.Точка разрыва первого рода-сущ.lim справа и lim слева, они оба конечны, но ≠,сущ. lim f(x),при x→ x0-2≠lim f(x),при х→х0+2. Разность между левым и правым Lim назыв.скачком ф-ции.

Т.21Пусть ф-ция f(x)непрерывна на отр. [a;b],тогда сущ.т.х принадл.[a;b] такая что f(x1)≥f(x) для любого х из [a;b];и сущ.т.х2 из [a;b]такая что f(x2)≤f(x) для любого х из [a;b]. Знач. f(x1)назыв.наиб.знач.ф-ции на отрезке и обознач.f(x)=M,знач.f(x2) назыв. наим. и обознач.f(x2)=m.

Т.22.Пусть ф-ция f(x)непрерывна на отр.[a;b]и f(a)=A>0,f(b)=B<0,тогда сущ.т.С из (а;b):f(C)=0.

Т.23.Пусть ф-ция непрер.на отр.[a;b] и f(a)=A,f(b)=B,μ-люд.число,А<μ<β,тогда сущ.т.С из (a;b):f(a)=μ.Следствие.если μ-люб.число между m<μ<M,то сущ.т.С из[a;b]:f(c)=μ.Другими словами непрерывная на отр.ф-ция принимает все свои промежут.знач.Если сущ.конечный Lim при ∆х→0 ,∆y\∆x=lim [F(x+∆x)-f(x)]\∆x при ∆х→0,то он назыв.производной ф-ции f(x) в т.х и обознач.f’(x)=dy\dx. Геометрический смысл произв.-произв.в т.х=tg угла наклона касат.,провед.к графику ф-ции в т.х.Опред:если в т.х у ф-и сущ. произв.,то ф-я назыв.диф-мой в этой т.Если ф-я диф-ма во всех т. отрезка или интервала, то говорят,что она диф-ма на отр.или интервале.

Т.24.О связи непрерывности и диф-мости. Если ф-я диф-ма в т.х,то она в ней непрерывна. Док-во.наличие произв. означает,что сущ.lim ∆y\∆x=f’(x),при ∆x→0, по Т.4 о связи lim с б.м. :∆y\∆x=f’(x)+α,где α→0, ∆y=f’(x)*∆x+α*∆x. Найдем lim этого выражения: lim ∆y=lim(f’(x)*∆x+α*∆x)=0, при ∆х→0.Это и означ.непрерывность. Замечания:из теор.=>что в т.разрыва ф-ции не может быть произв.Обратное утвержд. НЕ ВЕРНО,ф-я может быть непрерывна,но не иметь произв.

Т.25.Произв.const=0.Док-во.C’=lim ∆y\∆x=lim (C-C)\∆x=0,при ∆х→0.

Т.26.Постояный множитель можно выносить за знак произв.(С*f(x))’=C*F’(x). Док-во.(C*f(x))’=lim (C*f(x+∆x)-C*f(x))\∆x =C*lim (f(x+∆x)-f(x))\∆x=C*f’(x),при ∆х→0.

Т.27.Произв.суммы=сумме произв.Док-во.[u(x)+y(x)]’=lim (u(x+∆x)+y(x+∆x)-u(x)*y(x))\∆x=lim [(u(x+∆x)-u(x))\∆x] + lim[(y(x+∆x)-y(x))\∆x]=u’(x)+y’(x),при ∆х→0.

Т.28.(U*Y)’=U’Y+UY’.Док-во.Отметим,что ∆u=u(x+x∆)-u(x)=>u(x+∆x)=u(x)-∆u, y(x+∆x)=y(x)-∆y. (u*y)’=lim [(u(x+∆x)y(x+∆x)-u(x)y(x))\∆x] = lim[((u(x)+∆u)(y(x)+∆y)-u(x)y(x))\∆x] = lim[(∆u\∆x)*y(x)+(∆y\∆x)*u(x)+(∆u\∆x)*∆y=u’(x)y(x)+y’(x)u(x)+0, при ∆х→0.

Т.29Произв.частного.Док-во.Отметим,что u(x+∆x)=u(x)+∆u,y(x+∆x)=y(x)+∆y, ∆igric\∆x = [{u(x+∆x)\y(x+∆x)}-u(x)\y(x)]\∆x = [{u(x)+∆u}{(y(x)+∆y}-u(x)\y(x)]\∆x= [{u(x)y(x)+y(x)∆u-u(x)y(x)-u(x)∆y}\{(y(x)+∆y)y(x)}]\∆x=[y(x)*∆u\∆x-u(x)*∆y(x)\∆u(x)]\(y(x)+∆y)y(x),перейдем к lim при ∆x→0: (u\y)’=[u’(x)y(x)-u(x)y’(x)]\y2(x).

Т.30.Произв.сложн.ф-и.Пусть ф-я y=f’(x) диф-ма в т.х,а ф-я z=F(y) диф-ма в т.у,тогда сложн.ф-я z=F(f(x)) диф-ма в т.х и z’(x) . z’(x)=F’(y)*f’(x).Док-во. ∆y=f(x+∆x)-f(x), тогда ф-я z=F(y) также получит приращение ∆z=F(y+∆y)-F(y). Т.к. z=F(y) диф-ма,то сущ. z’(y)=lim ∆z\∆y,при ∆y→0.По т.о связи пределов с б.м. имеем: ∆z\∆y=z’(y)+α,α→0, ∆у→0,∆z=z’(y)∆y+α∆y, ∆z\∆x= =z’(y)*∆y\∆x+α*∆y\∆x,устремим ∆x→0, тогда ∆y→0,z’(x)=z’(y)y’(x)+0.

Логарифмическое диф-е. G=[U(x)]y(x). Прологарифмируем обе части: lnG= ln[U(x)]y(x)=y(x)*lnU(x).

Т.31.Произв.обр.ф-и.Пусть ф-я задана Ур-ем:x*x+y*y-a*a=0.Если здесь у ф-я от х, определяемая этим равенством,то это рав-во есть тождество.Диф-я обе части этого тождества по х,считая,что у - есть ф-я от х, получим: 2х+2yy’=0,откуда y’=-x\y.Если из этой ф-и выражать явную и брать ее произв., мы получим тоже самое.

Параметрически заданная ф-я. Система:x=U(t),y=Ψ(t),t из [t1;t2],каждому значению t можно поставить соответствие t→(x;y),а если t пробегает отр.[t1;t2] на плоскости вычерчивается линия-график ф-и. Такое задание ф-и назыв. параметрическим. Найдем произв. переметрич.заданной.ф-и.Будем считать что ф-и Ψ(t) и Ф(t) имеют произв.,и ф-я Ф(t) имеет обратную Ф(х),кот. тоже имеет произв.Y’=[Ψ(Ф(x))]’= Ψ’(Ф(x))*Ф’(x)= Ψ’(t)*1\U(t)=Ψ’(t)\Ф’(t).

Дифференциал.

Пусть ф-я f(x) диф-ма на [a;b],х-произв.т. этого отр. F’(x)=lim∆y\∆x при ∆х→0.По Т.4 о связи Lim с б.м. имеем: ∆y\∆x=f’(x)+α,где α→0 при ∆х→0. ∆y=f’(x)∆x+α∆x. Т.к. f’(x)≠0, то 1 слагаемое ф-лы явл. Б.м.того же порядка что и ∆х,а 2 слагаемое б.м.более высокого порядка,по сравнению с ∆х. Действительно lim f’(x)∆x\∆x=f’(x)≠0 При ∆х→0,lim ∆xα\∆x = limα=0 при ∆х→0. Первое слагаемое ф-лы назыв.главной частью приращения ф-и,это и есть диф-ал. dy=f’(x)∆x.Производную f’(x) можно рассматривать как отношение диф-алов ф-ии и независ.переменной: f’(x)=dy\dx. Дифференциалом ф-ии в т.х соотв. приращению ∆х назыв.главная часть приращения ф-и линейно относительно ∆х.В ф-ле полного приращения,если f’(x)≠0 второе слагаемое б.м.более высокого порядка по сравнению с первым слагаемым,т.е.дифференциалом.Св-ва.: d(u+v)=(u+v)’dx=(u’+v’)dx=u’dx+v’dx= du+dv. d(uv)=(uv)’dx=(u’v+uv’)dx= u’dx+v’dx=vdu+udv.  d(u\v)=(u\v)’dx=[(u’v-uv’)\v*v]dx=(u’vdx-uv’dx)\v*v=(vdu-udv)v*v. Диф-ал сложной ф-и.z=F(y);y=f(x),с одной стороны dz=F’(y)dy,с другой стороны dz=(F(y(x))’dx=F’(y)*f’(x)dx=F’(y)dy.Таким образом вид диф-ла не зависит от того,явл.ли незав.перем.или сам был ф-ей другой переем.Это св-во назыв. инвариантностью форм диф-ла. Геометрический смысл:диф-ал ф-и в т.х соотв.приращению ∆х равен приращению ординаты касательной,проведенной к графику ф-и в т.х.

Производная и диф-ал высших порядков. (u+v)(n)=u(n)+v(n); (c*u)(n)=c*u(n); (uv)’’=u’’v+2u’v’+v’’u; (uv)’’’=u’’’v+3u’’v’+3u’v’’+v’’’u. Вторым диф-алом ф-и назыв.диф-ал от 1 диф-ла. D2y=f’’(x)*dx2;f’’(x)=d2y\dx2.Диф-ал порядка n это диф-ал от n-1 диф-ла. : dny=d(dn-1y)=f(n)*(x)dxn.

Нормалью к графику ф-ии в т.х0 назыв.прямая,проход.через т.(х0;f(x0)) и перпендик.к касательной.Yн=f(x0)-(x-x0)\f’(x0).Yк=f(x0)+f’(x0)(x-x0).

Т.32.Т.Ролля о корнях производной.Пусть ф-я f(x)непрерывна на отр.[a;b]  и диф-ма на интевале(a;b) и f(a)=f(b)=0.Тогда сущ. т.С из (a;b): f’(C)=0.Док-во. Т.к.f(x) непрерывна на [a;b] она достигает на нем своего наиб.и наим.знач.=>из т.21 возможны 2 случая. 1.M=m =>f(x)≡const.f’(x)=0,для люб.х из [a;b].2.M>m.Хотя бы 1 из чисел М,m≠0. Предположим M>0.Из т.21 =>сущ.т.С из [a;b]:f(c)=M.Отметим что С≠a,C≠b, т.к. f(a)=f(b)=0,т.к. М-наиб.знач. f(C+∆x)-f(C)≤0; для люб.х,для ∆x>0 [f(C+∆x)-f(C)]\∆x≤0, ∆x>0,[f(C+∆x)-f(C)]\∆x≥0, ∆x<0,т.к.f(x) диф-ма на интер.(a;b) то сущ.lim [f(C+∆x)-f(C)]\∆x≤0,при ∆х→+0,lim [f(C+∆x)-f(C)]\∆x≥0, при ∆х→-0.По теор.о lim неотриц. ф-ии(Т.13) lim [f(C+∆x)-f(c)]\∆x=f’(C)=0 при ∆х→0. Замечание. Т.Ролля остается верной при f(a)=f(b)≠0.

Т.33Теор.Лагранжа о конечных приращениях.Пусть ф-я f(x)непрерывна на отр.[a;b]  и диф-ма на интевале(a;b),тогда сущ.т.С из (a;b): f(b)-f(a)=f’(C)(b-a). Док-во. Обозначим Q=[f(b)-f(a)]\(b-a)- число.иИ рассм.искусств.построенную ф-ю F(x)=f(x)-f(a)-Q(x-a).Ф-я F(x) удовл.усл.теор. Ролля, действит.,она непрерывна на отр.[a;b] и диф-ма на интервале (a;b).F(a)=f(a)-f(a)-Q(a-a)=0,F(b)=f(b)-f(a)-Q(b-a)=f(b)-f(a)-[(f(b)-f(a))\(b-a)]*(b-a)=0,тогда из т.Ролля => сущ.т.С из (a;b):F’(C)=0,F’(x)=f’(x)-Q,F’(C)=f’(c)-Q=0,f’(c)=Q=[(f(b)-f(a))\(b-a)]*(b-a), f’(c)(b-a)=f(b)-f(a).
Т.34.Теор.Коши.Пусть ф-ии f(x) и u(x) непрерывны на отр.[a;b] и диф-мы на интервале (a;b) и u(x)≠0,тогда сущ. т.С из (a;b): (f(a)-f(b))\(u(b)-u(a))=f’(C)\u’(C)

Правило Лопиталя. Пусть ф-ции f(x) и u(x) удовлетв.условиям т.Коши и f(x)=u(x)=0, тогда,если рассмотреть lim f(x)\u(x) при х→а имеет место неопределенность 0\0

Т.35. Пусть ф-ции f(x) и u(x) удовл. условиям т.Коши на [a;b] и f(a)=u(a)=0, тогда,если сущ. lim f ’(x)\u’(x) при х→а,то сущ.lim f(x)\u(x). Док-во.Возьмем люб.т.х на [a;b] и применим т.Коши к ф-ям f(x),u(x), [a;x],тогда сущ.т.С принадл.(а;х): (f(x)-f(a))\(u(x)-u(a))=f ’(c)\u’(c)=f(x)\u(x). Устремим х к а и перейдем к lim (f(x)\u(x))= lim (f ‘(c)\u’(c))=lim (f ’(x)\u’(x)).

Т.36. Пусть ф-ции f(x) и u(x) непрерывны и диф-мы в окрестности т.а и u’(x)≠0 и lim f(x)=lim u(x)=∞ при х→а,тогда если сущ. lim f ’(x)\u’(x),то сущ. lim f(x)\u(x), при х→а.

Формула Тейлора. Пусть ф-ция f(x) имеет в окрестности т.а непрерывные производные до n+1 порядка включит. Будем искать многочлен Pn(x) степени не выше n,такой что Pn(a)=f(a).Pn’(a)=f ‘(a), Pn(n)(a)=f (n)(a).

F(x)=f(a)+((x-a)\1!)*f ’(a)+((x-a)2\2!)*f ’’(a)+((x-a)n\n!)*f(n)(a)+Rn(x),где Rn(x)-остаточный член.=f(x)-Pn(x).

Т.37 1)Если ф-ция f(x) диф-ма на [a;b] и возраст.на нем,то f ’(x)≥0.Док-во.пусть f(x) возраст.на [a;b],тогда f(x+∆x)-f(x)>0,при ∆х>0,f(x+∆x)<0,при ∆х<0 ,но при люб.∆х  (f(x+∆x)-f(x))\∆x>0.Перейдем к Lim при ∆х→0  lim (f(x+∆x)-f(x))\∆x,при ∆→0= f’(x)≥0 (по т.о пределе неотриц.ф-ции,т.13).

2)Если ф-ция f(x) непрерывна на[a;b],диф-ма на (a;b) и f ‘(x)>0,то f(x) возраст.на [a;b]. Док-во.Пусть f ’(x)>0.Рассмотрим люб.х1,х2 из [a;b],х1<x2.Применим т.Лагранжа к ф-ции f(x) и [x1;x2].Сущ. т.С из [x1;x2]:f(x2)-f(x1)=f ’(C)(x2-x1)>0, f(x2)>f(x1),=>ф-я возрастает.Замечание:подобная теор.имеет место для убыв.ф-и.

Т.38 Необходимое условие экстремума. Если диф-мая ф-ция f(x) имеет в т.х0 экстремум, то f ’(x0)=0.Док-во. Предположим что ф-я в т.х0 имеет max f(x0+∆x)-f(x0)<0, (f(x0+∆x)-f(x0))\∆x< 0, ∆x>0, (fx0+x∆)-f(x0)\∆x,∆x>0,перейдем к lim При ∆x→+0,∆x→-0,lim (f(x0+∆x)-f(x))\∆x≤0 при ∆х→-0,lim (f(x0+∆x)-f(x))\∆x≥0 при ∆x→-0(по т.13 о lim неотриц. ф-и).Но по усл. теор.ф-ция диф-ма,сущ. f’(x0)=lim (f(x0+∆x)\∆x)=0 при ∆х→0.Замечание:из теор.=>что если у диф-мой ф-ции f’(x)≠0,то экстремума в т.х0 нет.Необходимое условие не явл.достаточным.В т.в кот. произв.не опред.экстремум может быть,а может и не быть.

Т.39 Достаточное условие экстр.Пусть ф-я f(x) непрерывна в некот.окрестн.т.х0 и диф-ма в этой окрестн.,за исключ.может быть самой т.х0.Тогда если произв. При переходе через т.х0 меняет знак с + на -,то в т.х0-max, если с- на + то min.Док-во.Пусть произв. меняет знак с + на -,тогда пусть x<x0. Применим т.Лагранжа к ф-ии f(x) и отр. [x;x0].Сущ.т.С из (х;х0):f(x0)-f(x)=f’(C)(x-x0)>0,f(x0)-f(x)>0,f(x0)>f(x).Пусть х>x0. Применим т.Лагранжа к отр.[x0;x].Сущ.т.С1 из (х0;х):f(x)-f(x0)=f’(C1)(x-x0)<0,f(x)-f(x0)<0,f(x0)>f(x).В т.х0-локальный max.В случае,когда произв.меняет знак с – на + док-во аналогично.

Т.40.Достат.усл.экстр.Пусть а окр.т.х0 ф-я f(x)имеет непрерывную 2 произв.,и f’(x0)=0, тогда если f ’’(x0)<0 то в т.х0-max,если f’’(x0)>0, то min.Док-во.Т.к.f’’(x)-непрер.в окрестн.т.х0,то сущ. какая то малая окрестн. т.х0 в кот.f’’(x)сохраняет знак. Предположим,f’’(x0)<0,значит f’’(x0)<0 и в некоторой малой окрестн.,но f’’(x)=(f’(x))’. Значит в этой малой окрестн. f’(x)-убыв.ф-я.Но f’(x0)=0,=>f’(x)меняет знак с + на -.По т.39 в т.х0-max.При F’’(x0)>0 док-во проволится аналогично.

Кривая y=f(x) назыв.выпуклой вверх на (a;b),если все ее касательные в люб.т.этого интервала лежат выше кривой.Кривая назыв. выпуклой вниз на (a;b)если все ее касат.во всех т. этого интервала лежат ниже этой кривой.Кривая,выпуклая вниз назыв. вогнутой,а вниз-выпуклой.

Т.41.Если во всех т.интервала(a;b) f’’(x)>0, то кривая,выпуклая вниз,если f’’(x)<0,то кривая выпуклая вверх.Док-во. Предположим,что f’’(x)<0. Нужно док-ть что уф-ции-укас<0. yф-ции=f(x),yкас=f(x0)+f’(x0)(x-x0),yф-ии-укас =f(x)-f(x0)-f’(x)(x-x0)=применим к разности первых 2 слагаемых Т.33(Лагранжа),тогда сущ.т.С находящ.между х и х0:=f’(C)(x-x0)-f’(x0)(x-x0)=(x-x0)(f’(C)-f’(x0)).Применим еще раз т.Лагранжа к ф-ии f’(x),тогда сущ.т.D находящ.между С и х0:=f’’(D)(C-x0)(x-x0)<0,если x<x0 то С и D между ними,если x>x0,то D и С между ними,и f’’(D)(C-x0)(x-x0)<0.При люб.х уф-мм-укас<0.Случай,когда f’’(x)>0 док-ся аналогично.

Точка графика,в кот.хар-р выпуклости меняется,назыв.точкой перегиба. Точки,вкот.f’’(x)=0 либо не сущ.назыв.подозрит.точками на перегибе.

Т.42.Если при переходе через т.х0 2 произв.меняет знак,то х0-точка перегиба.

